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標本点にラベルを付ける

例

赤玉 3個、青玉 2個入った袋から玉を 1個取り出す試行を考える。
標本空間 Ω = {ω1, . . . , ω5 }でこの 5個の玉を標本点として表現する。このとき、

A :=
{︁
ω
⃓⃓
ω は赤玉

}︁
, Ac =

{︁
ω
⃓⃓
ω は青玉

}︁
とおいて、算術的確率を考えれば

P(A) =
#A
#Ω

=
3
5
, P(Ac) =

#Ac

#Ω
=

2
5
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確率変数

標本点に価値を付ける
• 確率的な試行において自分が得たものには、
しばしば点数や金銭的な価値などが付けられていることがある。

• 同じ試行を繰り返す中で、
何をいくつ得たのか、その数自体が意味を持つこともある。

定義 (確率変数)

(Ω,F ,P) を確率空間とする。確率変数 X とは、
標本点 : ω ↦→ 実数 : X(ω)

と対応させた、次を満たす Ω 上の実数値関数 X : Ω → R のことをいう：
{ ω | X(ω) ≤ a } ∈ F (∀a ∈ R)

なお、以降は確率空間を暗黙の内に取るものとする。
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確率変数

記法

簡単のため、この講義では以下のように略記する：
{ X ≤ a } := { ω | X(ω) ≤ a }

命題

a, b を任意の実数とする。確率変数 X に関して、次が成り立つ：
(1) { X = a } , { X ≤ a } , { X < a } , { X > a } , { X ≥ a } ∈ F
(2) { a < X < b } , { a ≤ X < b } , { a < X ≤ b } , { a ≤ X ≤ b } ∈ F

補足

{ X < a } の証明が少し手間だが、確率の定義や写像の性質から直ちに従う。
証明はここでは割愛し、確率論に譲る。
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例（ベルヌーイ試行）

記法

確率変数は基本的に大文字 X ,Y ,Z , . . . などで表す。

例 (ベルヌーイ試行)

事象 A に対して、確率変数 X を次で定める：

X(ω) :=

{︄
1 (ω ∈ A),

0 (ω /∈ A)

Ω
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確率分布と分布関数

記法

簡単のため、この講義では以下のように略記する：
P(X ≤ a) := P({ X ≤ a }) = P({ ω | X(ω) ≤ a })

定義 (確率分布)

X を確率変数とする。次で定まる R 上の確率 PX を X の確率分布という：
PX((−∞, a]) = P(X ≤ a) (∀a ∈ R)

PX を X の分布とも言う。また、次で定まる関数 FX を X の分布関数という：
FX(x) = P(X ≤ x) (x ∈ R)

注意

確率分布 PX と分布関数 FX は定義域が異なり、別物なので注意。
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例 (ベルヌーイ試行)

例 (ベルヌーイ試行)

事象 A に対して、確率変数 X を次で定める：

X(ω) :=

{︄
1 (ω ∈ A),

0 (ω /∈ A)

p := P(A) と置くと、FX(x) = P(X ≤ x) に注意して、{︄
PX({ 1 }) = P(X = 1) = p,
PX({ 0 }) = P(X = 0) = 1 − p,

FX(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 (x ≥ 1),
1 − p (0 ≤ x < 1),
0 (x < 0)

Ω

x

FX(x)

0

1 − p

1

0 1
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分布関数の性質

定義

確率変数 X ,Y の分布が等しいとは、次の 2つの同値な条件を満たすこと：
X ,Y の確率分布が等しい。(1) X ,Y の分布関数が等しい。(2)

命題 (分布関数の性質)

確率変数 X の分布関数 FX(x) = P(X ≤ x) は次を満たす：
(1) 全ての x ∈ R について 0 ≤ FX(x) ≤ 1
(2) x ≤ y ならば FX(x) ≤ FX(y)
(3) lim

x→−∞
FX(x) = 0、 lim

x→∞
FX(x) = 1

(4) FX は右連続である：
FX(x) = FX(x+) := lim

h→+0
FX(x + h)
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離散型分布の定義

定義 (離散型確率変数・離散型確率分布・確率関数)

確率変数 X が離散値の場合、すなわち xk ∈ R に対して、
x1, . . . , xn, や x1, x2, . . .

のような高々可算個の値しか取り得ないとき、X を離散型確率変数と呼ぶ。
このとき、X の確率分布を離散型確率分布 (あるいは単に離散分布) と呼ぶ。
また、

pX(xk) := P(X = xk), k = 1, 2, . . .
で定まる関数 pX : { x1, x2, . . . } → [0, 1] を X の確率関数という。

3. 離散型確率分布 8 / 49



確率関数と分布関数

命題

離散型確率変数 X の取り得る値を x1, x2, . . . とする。
このとき、X の分布関数 FX(x) と確率関数 pX(x) に関して次が成立：

0 ≤ pX(xk) ≤ 1,
∑︁

k pX(xk) = 1(1) FX(x) =
∑︂

k : xk≤x

pX(xk)(2)

x

pX(x)

x1 x2 x3 x4

0.1

0.2

0.3

0.4

確率関数 pX

x

FX(x)

x1 x2 x3 x4

0.2

0.5
0.6

1

分布関数 FX
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確率分布表

確率分布表

離散型確率変数 X の取り得る値とその確率を対応させた次のような表
x x1 x2 x3 · · · 合計

P(X = x) p1 p2 p3 · · · 1

を確率分布表という。ただし、pk := pX(xk) = P(X = xk) とおいた。

例

x x1 x2 x3 x4

P(X = x) 0.2 0.3 0.1 0.4
(合計の列はない場合もある)

注意
確率分布表を与えることと離散分布を与えることは互いに同値。
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離散型における確率計算

命題

離散型確率変数 X と実数 a ≤ b に対して、
P(a ≤ X ≤ b) =

∑︂
k : a≤xk≤b

pk.

特に X が整数値を取り、a, b が整数なら、

P(a ≤ X ≤ b) =
b∑︂

k=a

P(X = k).

x

pX(x)

x1 x2 x3 x4 x5 x6
a b

一般の離散値の場合

k

P(X = k)

a − 1 a a + 1 · · · b b + 1

整数値の場合
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例 (確率分布表)

例

離散型確率変数 X の確率分布表が次で与えられるとする：
x −2 0 3 7

P(X = x) 1
8

3
8

1
4

1
4

(1) pX(7) は
pX(7) = 1

4
.

(2) P(−1 ≤ X ≤ 4) は

P(−1 ≤ X ≤ 4) = P(X = 0) + P(X = 3) = 3
8
+

1
4
=

5
8
.

(3) FX(2) は

FX(2) = P(X ≤ 2) = P(X = −2) + P(X = 0) = 1
2
.
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例 (可算無限)

例

公平なコインを繰り返し投げ、初めて表が出るまでに投げた回数を X とする。
(1) X = k となるのは、最初の k − 1 回が裏で、第 k 回に表が出るときだから

P(X = k) =
(︃

1
2

)︃k−1 (︃1
2

)︃
=

1
2k , k = 1, 2, 3, . . . .

(2) 2 ≤ X ≤ 4 となる確率は

P(2 ≤ X ≤ 4) =
4∑︂

k=2

P(X = k) =
4∑︂

k=2

1
2k =

1
4
+

1
8
+

1
16

=
7
16

.

(3) X ≥ 4 となる確率は

P(X ≥ 4) =
∞∑︂

k=4

P(X = k) =
∞∑︂

k=4

2−k =
1
8
.

あるいは P(X ≥ 4) = 1 − P(X ≤ 3) を計算しても良い。
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連続型確率分布

定義 (連続型)

確率変数 X に対して、ある関数 fX : R → [0,∞) が存在して、

FX(x) = P(X ≤ x) =
∫︂ x

−∞
fX(t) dt (∀x ∈ R)

と表せるとき、X を連続型確率変数と呼び、X の分布を連続型確率分布と呼ぶ。
また、関数 fX を X の確率密度関数という。

x

fX(x)

0 a 1

0.5

1

1.5

確率密度関数 fX

x

FX(x)

0 a 1

0.5

1

分布関数 FX
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密度関数と分布関数

命題

連続型確率変数 X の確率密度関数 fX について、次が成り立つ：

fX(x) ≥ 0(1)
∫︂
R

fX(x) dx = 1(2) P(X = x) = 0(3)

また、fX が x = x0 で連続なら、
F ′

X(x0) = fX(x0).

x

fX(x)

0 a 1

0.5

1

1.5

確率密度関数 fX

x

FX(x)

0 a 1

0.5

1

分布関数 FX
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連続な分布

発展 (確率論)

連続な分布関数が、必ず確率密度関数を持つとは限らない。
実際、分布関数が連続で確率密度関数を持たない分布として、Cantor 分布があ
り、特異連続な分布の代表例として知られている (下図参照)。
一方、確率密度を持つような分布は絶対連続な分布と言う。

x

F(x)

0 1

1
2

1

Cantor 関数の近似図

Cantor 関数の性質：
• 連続
• 単調非減少
• F(0) = 0, F(1) = 1
• ほとんど至る所で F ′(x) = 0
• 確率密度関数を持たない。
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連続型の確率計算

命題

連続型確率変数 X と実数 a ≤ b に対して、

P(a ≤ X ≤ b) =
∫︂ b

a
fX(x) dx = FX(b)− FX(a).

x

fX(x)

0 a b 1

確率密度関数 fX

x

FX(x)

0 a b 1

1

分布関数 FX
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連続型の例

例

確率変数 X の確率密度関数を次で与える：

fX(x) =

{︄
6x(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1,
0, それ以外

(1) 1
4 ≤ X ≤ 3

4 となる確率は

P
(︃

1
4
≤ X ≤ 3

4

)︃
=

∫︂ 3/4

1/4
6x(1 − x) dx =

[︁
3x2 − 2x3]︁3/4

1/4 =
11
16

.

(2) FX(x) = P(X ≤ x) は

FX(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, x < 0,
3x2 − 2x3, 0 ≤ x ≤ 1,
1, x > 1.

(3) 分布関数を使えば P
(︁ 1

4 ≤ X ≤ 3
4
)︁
= FX

(︁ 3
4
)︁
− FX

(︁ 1
4
)︁
= 11

16 .
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データの平均

定義 (データの平均)

確率変数 X を観測して得られた n 個のデータを
x1, x2, . . . , xn

とする。このとき、次をこのデータの平均という：

x̄ =
1
n

n∑︂
k=1

xk

データから確率変数へ
• データの平均は各データ xk に同じ重み 1/n を付けた重み付き平均とみな
せる。

• 確率変数 X の分布がわかっていたり、確率モデルとして表されている場
合はどうだろうか？
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離散型確率変数の平均

各標本点に報酬を定め、期待値を考える

離散的な標本空間 Ω = {ω1, ω2, . . .} の各標本点において、
ωk ↦→ X(ωk)

のように値 X を定め、各標本点の確率で重み付けして平均すると、∑︁
k X(ωk)P({ωk})

X が取り得る値を x1, x2, . . . とすると、同じ値をとる標本点をまとめることで∑︁
k X(ωk)P({ωk}) =

∑︁
j xjP(X = xj) =

∑︁
j xjpj

定義 (平均・期待値)

離散型確率変数 X において、次で定まる値をX の平均、または期待値という：
E [X ] :=

∑︁
j xjpj

(︂
ただし

∑︁
j|xj| pj < ∞

)︂
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離散型確率変数の平均

例

(1) 次の確率分布表から期待値を計算することを考える。

x −2 0 3 7

P(X = x) 1
8

3
8

1
4

1
4

E [X ] = (−2) · 1
8
+ 0 · 3

8
+ 3 · 1

4
+ 7 · 1

4
=

9
4
.

(2) 公平なコインを繰り返し投げ、初めて表が出るまでの回数を X とする。

P(X = k) = 1
2k , k = 1, 2, 3, . . . .∑︁∞

k=1 krk−1 = 1/(1 − r)2 (|r | < 1) より

E [X ] =

∞∑︂
k=1

k 1
2k =

1
2

∞∑︂
k=1

k
(︃

1
2

)︃k−1

=
1
2

1
(1 − 1/2)2 = 2.
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連続型確率変数の平均

定義 (平均・期待値)

連続型確率変数 X の確率密度関数を fX とするとき、

E [X ] :=

∫︂ ∞

−∞
x fX(x) dx

(︃
ただし

∫︂ ∞

−∞
|x| fX(x) dx < ∞

)︃
を X の平均、または期待値という。

例

確率密度関数

fX(x) =

{︄
6x(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1,
0, それ以外

をもつ確率変数 X を考える。このとき

E [X ] =

∫︂ 1

0
x 6x(1 − x) dx =

∫︂ 1

0

(︁
6x2 − 6x3)︁ dx =

[︃
2x3 − 3

2
x4
]︃1

0
=

1
2
.
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Y = g(X) の平均

命題

Y = g(X) の平均は、Y 自身の分布を求めなくても X の分布から計算できる。

離散型 : E [g(X)] =
∑︂

k

g(xk) pk
(︁
ただし

∑︁
k|g(xk)| pk < ∞

)︁
連続型 : E [g(X)] =

∫︂ ∞

−∞
g(x) fX(x) dx.

(︂
ただし

∫︁∞
−∞|g(x)| fX(x) dx < ∞

)︂
離散型の場合.

Y = g(X) の取り得る値を y1, y2, . . . とすると、

E [g(X)] =
∑︂

j
yj P(Y = yj)

=
∑︂

j
yj

∑︂
k : g(xk)=yj

pk =
∑︂

k

g(xk) pk.
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Y = g(X) の平均

連続型の場合.

簡単のため、密度は連続で、g は微分可能かつ g′(x) > 0 とする。
Y = g(X), y = g(x), ∆y = g(x +∆x)− g(x).

g は狭義単調増加なので、
x < X ≤ x +∆x ⇐⇒ y < Y ≤ y +∆y.

fX(x)∆x ≈ P(x < X ≤ x +∆x) = P(y < Y ≤ y +∆y) ≈ fY (y)∆y.
微小区間で考えれば fX(x) dx = fY (y) dy. だから、y = g(x) より、

E [g(X)] = E [Y ] =

∫︂ ∞

−∞
y fY (y) dy =

∫︂ ∞

−∞
g(x) fX(x) dx.

補足

一般の g に対しても同じ公式が成り立つが、証明は確率論に譲る。
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分散と標準偏差

定義 (分散と標準偏差)

E [X2] < ∞ を満たす確率変数 X に対して、
V [X ] := E

[︁
(X − E [X ])2]︁

を X の分散といい、
σX :=

√︁
V [X ]

を X の標準偏差という。

離散型・連続型の分散

離散型 V [X ] =
∑︂

k

(xk − E [X ])2pk.

連続型 V [X ] =

∫︂ ∞

−∞
(x − E [X ])2fX(x) dx.
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平均と分散の性質

命題

a, b を定数とする。
(1) E [|X |] < ∞ なら、E [aX + b] = aE [X ] + b
(2) E [X2] < ∞ なら、V [aX + b] = a2V [X ]

離散型・連続型の証明.

(1) g(x) = ax + b とおくと、前節の E [g(X)] の公式より
E [aX + b] = aE [X ] + b

(2) (1) より
V [aX + b] = E

[︁
(aX + b − E [aX + b])2]︁ = E

[︁
(aX − aE [X ])2]︁

= a2E
[︁
(X − E [X ])2]︁ = a2V [X ]
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分散公式

命題 (分散公式)

E [X2] < ∞ ならば
V [X ] = E [X2]− (E [X ])2.

証明.

m = E [X ] とおくと
V [X ] = E [(X − m)2] = E [X2 − 2mX + m2]

= E [X2]− 2mE [X ] + m2 = E [X2]− m2

発展 (確率論)

前ページの命題と分散公式は、離散型・連続型に関して示した。
いずれも一般の X に対して成り立つが、詳しい証明は確率論に譲る。
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例 (離散型・有限)

例

(1) 確率分布表

x −2 0 3 7

P(X = x) 1
8

3
8

1
4

1
4

において、E [X ] = 9
4 より

E [X2] = (−2)2 · 1
8
+ 02 · 3

8
+ 32 · 1

4
+ 72 · 1

4
= 15.

V [X ] = E [X2]− E [X ]2 = 15 −
(︃

9
4

)︃2

=
159
16

,

σX =
√︁

V [X ] =

√
159
4

.
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例（離散型・可算無限）

例

公平なコインを繰り返し投げ、初めて表が出るまでの回数を X とする。前に求
めたように、

P(X = k) = 1
2k , k = 1, 2, 3, . . . , E [X ] = 2.

∞∑︂
k=1

k2rk−1 =
d
dr

(︃
r

(1 − r)2

)︃
=

1 + r
(1 − r)3 (|r | < 1)

より、

E [X2] =

∞∑︂
k=1

k2 1
2k =

1
2

1 + 1/2
(1 − 1/2)3 = 6,

V [X ] = E [X2]− E [X ]2 = 6 − 22 = 2,
√︁

V [X ] =
√

2.
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例 (連続型)

例

確率密度関数が

fX(x) =

{︄
6x(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1,
0, それ以外

,

のとき、E [X ] = 1
2 より

E [X2] =

∫︂ 1

0
x2 6x(1 − x) dx =

∫︂ 1

0

(︁
6x3 − 6x4)︁ dx =

3
10

.

したがって、
V [X ] = E [X2]− E [X ]2 =

3
10

− 1
4
=

1
20

,

σX =
√︁

V [X ] =
1

2
√

5
.
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標準化

定義 (標準化)

E [X2] < ∞ かつ V [X ] > 0 を満たす確率変数 X に対して、

Z =
X − E [X ]√︁

V [X ]

を X の標準化という。特に、平均 m、標準偏差 σ とすると、Z = X−m
σ 。

命題

E [X2] < ∞,V [X ] > 0 を満たす確率変数 X の標準化 Z に関して、次が成立：
E [Z ] = 0, V [Z ] = 1

補足

標準化により単位が無次元化されるので、異なる尺度の量を比較しやすくなる。
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積率・中心積率・標準化積率

定義 (積率・中心積率・標準化積率)

n を正整数、確率変数 X の平均を m、E [|X |n] < ∞ とし、次を定める：
• n 次積率（n 次モーメント）

E [Xn]

• n 次中心積率（n 次中心モーメント）
E [(X − m)n]

さらに、標準偏差 σ > 0 を持つとき、次を定める：
• n 次標準化積率（n 次標準化モーメント）

E
[︃(︃

X − m
σ

)︃n]︃
• 3次標準化積率を歪度という。分布の左右の非対称性を表す一つの尺度。
• 4次標準化積率 β を尖度、β − 3 を超過尖度と呼ぶ。正規分布では β = 3。
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積率母関数と特性関数

定義 (積率母関数・特性関数)

確率変数 X に対して、
MX(t) := E [etX ]

が t = 0 を含むある開区間上で有限となるとき、MX をX の積率母関数といい、
φX(t) := E [eitX ]

で定まる関数 φX を X の特性関数という。ここで、i は虚数単位である。

離散型・連続型における積率母関数・特性関数

離散型 : MX(t) =
∑︂

k

etxk pk, φX(t) =
∑︂

k

eitxk pk,

連続型 : MX(t) =
∫︂ ∞

−∞
etxfX(x) dx, φX(t) =

∫︂ ∞

−∞
eitxfX(x) dx.
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積率母関数・特性関数と確率分布

定理

確率変数 X ,Y について、
(1) X と Y の分布が等しい : P(X ≤ a) = P(Y ≤ a) (∀a ∈ R)
(2) 特性関数が等しい : φX(t) = φY (t) (∀t ∈ R)

は同値である。また、

0 を含むある開区間で積率母関数が等しい : MX(t) = MY (t)

が成り立つなら、X と Y の分布は等しい。

注意

特性関数は全ての t ∈ R で定義できるが、積率母関数は存在しないこともある。
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積率と積率母関数の関係

命題 (積率母関数と積率)

積率母関数 MX が存在するとき、次が成り立つ。
(1) MX は t = 0 のまわりで次のように展開できる：

MX(t) =
∞∑︂

n=0

E [Xn]

n!
tn

(2) 任意の正整数 n について
M (n)

X (0) = E [Xn].

特に、E [X ] = M ′
X(0)、V [X ] = M ′′

X(0)−
(︁
M ′

X(0)
)︁2 が成り立つ。

証明の概略.

MX(t) = E [etX ] = E

[︄ ∞∑︂
n=0

(tX)n

n!

]︄
=

∞∑︂
n=0

E [Xn]

n!
tn.
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積率母関数の例（離散型）

例

公平なコインを繰り返し投げ、初めて表が出るまでに投げた回数を X とする。

P(X = k) = 1
2k , k = 1, 2, 3, . . . .

このとき、

MX(t) = E [etX ] =

∞∑︂
k=1

etk 1
2k

=

∞∑︂
k=1

(︃
et

2

)︃k

=
et

2 − et , t < log 2.

したがって、
M ′

X(0) = 2, M ′′
X(0) = 6,

より
E [X ] = 2, V [X ] = 6 − 22 = 2.
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積率母関数の例（連続型）

例

確率密度関数

fX(x) =

{︄
e−x , x > 0,
0, x ≤ 0

をもつ確率変数 X を考える。

MX(t) = E [etX ] =

∫︂ ∞

0
etxe−x dx

=

∫︂ ∞

0
e−(1−t)x dx =

1
1 − t

, t < 1.

したがって、
M ′

X(t) = 1
(1 − t)2 , M ′′

X(t) = 2
(1 − t)3 .

よって、
E [X ] = M ′

X(0) = 1, V [X ] = M ′′
X(0)−

(︁
M ′

X(0)
)︁2

= 1.
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積率に関する注意

注意
• 全ての次数の積率が存在しても、積率母関数が存在するとは限らない。
• 確率変数 X ,Y について

E [Xn] = E [Y n] (n = 1, 2, . . .)
が全て成り立っても、X ,Y の分布が等しいとは限らない。
このように、積率列から分布が一意に定まらない場合を積率不定という。

例 (全積率の存在 ⇏ 積率母関数の存在)

確率変数 X が標準的な対数正規分布の密度

f0(x) =
1

x
√

2π
exp

{︃
− (log x)2

2

}︃
, x > 0

を持つとすると、
E [Xn] = en2/2 < ∞ (n = 1, 2, . . .), E [etX ] = ∞ (t > 0).
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積率に関する注意

例 (積率不定性)

標準的な対数正規分布の密度

f0(x) =
1

x
√

2π
exp

{︃
− (log x)2

2

}︃
, x > 0

に対して、|a| ≤ 1 とし、確率変数 Xa は
fa(x) = f0(x){1 + a sin(2π log x)}

を確率密度関数として持つとする。このとき、
fa ̸= f0 (a ̸= 0)

である。一方、任意の n = 0, 1, 2, . . . について

E [Xn
a ] =

∫︂ ∞

0
xnfa(x) dx =

∫︂ ∞

0
xnf0(x) dx = en2/2.

したがって、異なる Xa の分布が全て同じ積率をもつ。
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データの平均・分散・標準偏差・不偏分散

観測データの扱い

観測された n 個のデータを、それぞれ同じ重み 1/n で扱う。
これを一つの有限な確率モデルとみなして、平均や分散などを考え直そう。

定義

観測されたデータ x1, . . . , xn に等確率を与えると、平均、分散、標準偏差は

x̄ :=
1
n

n∑︂
k=1

xk, s2 :=
1
n

n∑︂
k=1

(xk − x̄)2, s :=
√

s2

となる。これらをデータの平均、データの分散、データの標準偏差と呼ぶ。
これらに加え、n ≥ 2 のとき、

u2 :=
1

n − 1

n∑︂
k=1

(xk − x̄)2

を定め、これをデータの不偏分散と呼ぶ。u2 = ns2/(n − 1) という関係がある。
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データの標準化

定義 (データの標準化)

観測されたデータ x1, . . . , xn の平均を x̄、標準偏差を s > 0 とするとき、

zk =
xk − x̄

s
, k = 1, . . . ,n

と変換することをデータの標準化という。

命題

標準化後のデータ z1, . . . , zn に関して、
1
n

n∑︂
k=1

zk = 0, 1
n

n∑︂
k=1

z2
k = 1.

証明.

データを等確率なモデルで捉えれば、確率変数の標準化に関する性質より従う。
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偏差値

定義 (偏差値)

観測されたデータ x1, . . . , xn の標準偏差を s > 0 とする。このとき、

Tk := 50 + 10zk = 50 + 10xk − x̄
s

を xk の偏差値という。

命題

偏差値 T1, . . . ,Tn の平均と標準偏差は

1
n

n∑︂
k=1

Tk = 50,

⌜⃓⃓⎷ 1
n

n∑︂
k=1

(Tk − 50)2 = 10.
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偏差値の解釈

偏差値 60 の意味

偏差値
T = 50 + 10z

に対して、
T = 60 ⇐⇒ z = 1.

したがって、偏差値 60 は平均より標準偏差 1個分だけ上の位置を表す。

注意

データの分布が正規分布に近いとみなせるなら、
P(Z ≥ 1) ≈ 0.1587.

したがって、
偏差値 60 =⇒ 上位約 15.9%.

分布が強く歪んでいる場合、偏差値 60 以上の割合が 15.9% とは限らない。
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中央値

定義 (中央値)

データを小さい順に
y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn

と並べる。

Me =

⎧⎨⎩ym (n = 2m − 1)
ym + ym+1

2
(n = 2m)

を中央値（メディアン）という。

補足

平均値と比べて、外れ値に強いという特徴がある。
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度数分布表

定義 (階級・度数・度数分布表)

• データの値をいくつかの区間に分けた各区間を階級という。
• 各階級に含まれるデータの個数を度数という。
• データの各値または階級と、度数を対応させた表を度数分布表という。

例

サイコロの目 1 2 3 4 5 6

度数 17 16 18 15 17 17

階級 度数
10 以上 20 未満 2
20 以上 30 未満 4
30 以上 40 未満 3
40 以上 50 未満 1
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最頻値と最頻階級

定義 (最頻値・最頻階級・階級値)

(1) データの中で最も多く現れる値を最頻値（モード）という。
(2) 階級でまとめた度数分布表では、最も度数が大きい階級を最頻階級という。
(3) 階級 [a, b) の中央の値

a + b
2

を階級値という。
(4) 最頻階級の階級値を、近似的な最頻値として用いることがある。

例

最頻階級が 20 以上 30 未満なら、その階級値は
20 + 30

2
= 25.

このとき、25 を近似的な最頻値として用いることがある。
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調整平均

定義 (調整平均・トリム平均)

データを小さい順に
y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn

と並べる。両端からそれぞれ k 個（ただし 2k < n）のデータを除いた平均

x̄trim =
1

n − 2k

n−k∑︂
j=k+1

yj

を調整平均（トリム平均）という。

補足

平均より外れ値の影響を受けにくく、中央値より多くのデータの情報を反映で
きる。
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平均偏差と四分位偏差

定義 (平均偏差)

観測されたデータ x1, . . . , xn の平均を x̄ とする。
1
n

n∑︂
k=1

|xk − x̄|

をデータの平均偏差という。

定義 (四分位偏差)

第 1四分位数を Q1、第 3四分位数を Q3 とするとき、

QD =
Q3 − Q1

2
を四分位偏差という。
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変動係数

定義 (変動係数)

観測されたデータの平均を x̄ > 0、標準偏差を s とする。

CV =
s
x̄

をデータの変動係数という。

例

標準偏差が 1 mm でも、平均が 1 cm のデータと 1 m のデータでは、
平均に対する相対的なばらつきは異なる。この場合、

CV = 0.1, CV = 0.001
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